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Zusammenfassung: Warum beschéftigen wir uns mit Ka-
tegorien an sich oder mit der Gesamtheit aller Kategorien?
Wann sind Kategorien nicht genug und wann brauchen wir
zusitzliche Flexibilitdt? Und wie kénnen wir all solche Si-
tuationen auf einmal betrachten? Der vorliegende Artikel
versucht, die Antworten auf all diese Fragen zu liefern - und
fiihrt dadurch zu den Themen meiner aktuellen Forschung.

Abstract: Why do we care for categories in themselves or
for the collection of all categories? When are categories not
enough and when do we need additional flexibility? And how
can we consider all such situations at once? This article is
an attempt at answering all these questions, leading up to
my current research.

FEine der entscheidenden Ideen in der Mathematik ist das Zusammenfassen
gleichartiger Strukturen. Die Kategorientheorie hat sich dieses Prinzip auf die
Fahnen geschrieben: Man mochte gerne trennen zwischen den Eigenschaften,
die in allen zueinander dhnlichen Situationen gemeinsam auftreten, und denen,
welche spezifisch sind fiir die vorliegende Situation. Die Kategorientheorie wur-
de erstmals in der wegweisenden Arbeit von Samuel Eilenberg und Saunders
MacLane [1] im Jahre 1945 vorgestellt und hat seitdem ihren Siegeszug ange-
treten. Dabei werden Klassen mathematischer Objekte zusammengefasst und
bilden zusammen mit den Morphismen, in der Regel strukturerhaltende Ab-
bildungen zwischen den Objekten, eine Kategorie. So besteht zum Beispiel die
Kategorie der Vektorrdume aus den Vektorrdumen als Objekte und den linearen
Abbildungen zwischen ihnen als Morphismen. Es ist wichtig, welche struktur-
erhaltenden Abbildungen man zwischen den Objekten zulésst, und auch, dass
man diese Abbildungen hintereinander ausfithren kann, die Morphismen also
komponieren kann.

Kritiker mogen sagen, die Kategorientheorie sei ,,nur Sprache® — und natiirlich
lassen sich einige einfache Gedanken auch ohne die genaue Kenntnis der Sprache
gut formulieren; allerdings weif} jeder, der schon einmal einen Roman gelesen
hat, dass die Beherrschung der Sprache eine wichtige Rolle spielt und einige Ge-
danken sich erst dann formulieren lassen, wenn die Sprache dafiir vorhanden ist.
Inzwischen ist die Kategorientheorie aus vielen Gebieten der reinen Mathematik
nicht mehr wegzudenken. Es hat sich zudem herausgestellt, dass einige Konzep-
te der theoretischen Informatik und der Signalverarbeitung sich besonders gut
mit Hilfe der Kategorientheorie erfassen lassen [2].



Der Keim einer Verallgemeinerung der Kategorientheorie ist schon in den
erwihnten Arbeiten von 1945 enthalten und hat bereits in den 1950er Jahren
einige Weiterentwicklungen erfahren. Die Kategorientheorie eignet sich gut da-
zu, die Gesamtheit — also die Kategorie — gewisser mathematischer Objekte zu
studieren. Was ist aber, wenn man die Gesamtheit aller Kategorien selbst studie-
ren mochte? Gewisse Paradoxa, die daraus entstehen, wurden bereits friih, etwa
von Bertrand Russell, erkannt. Und im Laufe der Zeit wurden Methoden entwi-
ckelt, um diese Art von Widerspriichen aufzulésen. Allerdings entdeckt man bei
dieser zweiten Stufe der Kategorientheorie, 2-Kategorien genannt, auch weitere
Phénomene, die man sich gewinnbringend zunutze machen kann. Aber auch hier
muss man nicht aufhoren. Was passiert beispielsweise, wenn man die Gesamt-
heit aller 2-Kategorien betrachtet? Dies fiihrt zu einem Begriff von 3-Kategorien
und — Sie ahnen es schon — dieser Prozess kann bis ins Unendliche fortgesetzt
werden. Dabei treten subtile Phéanomene auf, die in den 1990er Jahren zu Feh-
lern in Arbeiten von Michail Kapranov und Vladimir Voevodsky fiihrten, beide
Koryphéen auf ihrem Gebiet. Dies motivierte Voevodsky spéter, sich mit dem
maschinellen Uberpriifen von Beweisen zu beschiiftigen.

Allerdings lassen sich nicht alle Situationen verlustfrei in die Sprache der
Kategorientheorie pressen. Fin Musterbeispiel kommt aus der Topologie, dem
Studium der (moglicherweise hochdimensionalen) Réume und ihrer qualitativen
Eigenschaften. Man kann topologische Rdume studieren, indem man in sie stich-
probenartig andere, wohlverstandene Ridume einbettet. Besonders gut eignen
sich dafiir Wege (wie in Abbildung 1), Kreise oder hoherdimensionale Varianten
davon.
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Abbildung 1: Untersuchung eines topologischen Raums mittels Punkten, Wegen
zwischen den Punkten und Homotopien zwischen den Wegen. (©) MPI fiir Ma-
thematik, V. Ozornova.

Fiir das Studium topologischer Rdume, beispielsweise um die ,,Lécher® darin
zu sehen und zu zéhlen, spielt die genaue Lange der Wege keine Rolle, und auch
kleine Abweichungen und Deformationen — Homotopien genannt — sind durchaus
zugelassen; das wird in den Abbildungen veranschaulicht.

Es stellt sich als sehr hilfreich heraus, dass man Wege hintereinander ablau-
fen kann und so aus kleinen Wegen grofle zusammenbauen kann, oder umgekehrt
einen groflen Weg in viele kleine Abschnitte unterteilen kann. Damit hat man
fast eine Kategorie gebaut: Die Objekte sind dabei die Punkte des betrachteten



Abbildung 2: Eine ebene Flidche mit Loch. Der schwarze und der orangefarbene
Kreis kénnen ineinander deformiert werden, wihrend der blaue Kreis, der um
ein Loch herumgeht, zu den beiden vorigen Kreisen nicht homotop ist. () MPI
fiir Mathematik, V. Ozornova.

Raums und die Wege zwischen ihnen sind die Morphismen. Diese kann man
komponieren, indem man die Wege hintereinander ablauft. Diese Hintereinan-
derausfiithrung ist aber nicht, wie man das von gew6hnlichen Abbildungen kennt,
assoziativ, sondern nur assoziativ bis auf Homotopie. Wenn man sich allerdings
nur merkt, dass eine Homotopie zwischen zwei Wegen besteht, verliert man un-
weigerlich Informationen. Das kann fiir manche Anwendungen ein Vorteil sein,
da man dadurch eine Vereinfachung erreicht, aber fiir andere Anwendungen wie-
derum mochte man diesen Informationsverlust vermeiden. Dafiir muss man sich
nicht nur die blofle Existenz, sondern auch die Wahl der Homotopie merken.

Nun lassen sich auch Homotopien miteinander verkniipfen, und man kann
auch Homotopien zwischen Homotopien betrachten, was nun zu einem dreidi-
mensionalen Muster fiihrt. Sie ahnen es wieder - die Sache hort nicht bei drei auf,
sondern geht so bis ins Unendliche! Da allerdings die eindimensionalen Wege,
mit denen wir urspriinglich angefangen haben, das eigentlich Interessante sind,
und die héheren Morphismen, also die Homotopien, invertierbar sind, spricht
man von einer (0o, 1)-Kategorie. Diese ist nun sehr gut geeignet, die grundle-
gende Form eines topologischen Raums abzubilden. Gleichzeitig verallgemeinert
der Begriff einer (oo, 1)-Kategorie den einer Kategorie.

Ahnlich wie in der Kategorientheorie hat sich herausgestellt, dass auch die
Sprache der (0o, 1)-Kategorien gut geeignet ist, um diverse Phiinomene in den-
jenigen Bereichen der Mathematik zu erfassen, in denen etwas Ahnliches wie
Homotopien vorkommt. Threr Zeit voraus haben das bereits Michael Board-
man und Rainer Vogt 1973 in der Topologie gesehen. Besonders einflussreich
sind dabei die Arbeiten von André Joyal und Jacob Lurie, die seit der Jahr-
tausendwende erschienen sind. Dies fiihrte dazu, dass (oo, 1)-Kategorien heute
eine wichtige Rolle in verschiedenen Gebieten der Mathematik spielen, die ins-
besondere auch am MPI fiir Mathematik vertreten sind. So sind sie etwa in den
Arbeiten von Tobias Barthel (MPIM) unabdingbar, ebenso wie sie in der arith-
metischen Geometrie in den Arbeiten von Peter Scholze (MPIM) ein zentrales
Werkzeug darstellen.

Auflerdem hat es sich herausgestellt, dass dieser Gedankenkreis genau die
richtige Umgebung liefert, um komplexere Mathematik Computern zuginglich
und damit mathematische Beweise durch Maschinen iiberpriifbar zu machen.
Dabei hat der Einfluss von Voevodsky eine wichtige Rolle gespielt; inzwischen



hat sich ein ganzes Forschungsgebiet auf dieser Schnittstelle von Mathematik
und Informatik neu herausgebildet. Nima Rasekh und Jonathan Weinberger,
beides ehemalige Gastwissenschaftler am MPIM, sind Experten auf diesem Ge-
biet.

Nun kann man beide obige Verallgemeinerungen kombinieren, und auch das
stellt sich als sehr niitzlich heraus. Diese Kombination fithrt zu einem Begriff von
(00, n)-Kategorien fiir eine variierende natiirliche Zahl n. Genauer erfasst haben
diesen Begriff Clark Barwick und Chris Schommer-Pries (ehemals MPIM), ba-
sierend auf Vorarbeiten von vielen anderen Mathematiker*innen. So spielt der
Begriff von (oo, n)-Kategorien eine Rolle in der mathematischen Formulierung
von Quantenfeldtheorien, ebenso wie in den Arbeiten von Graeme Segal, Ste-
phan Stolz und Peter Teichner (MPIM). Eine erste Einfithrung findet man in
[3]. Fiir n = 1 erhélt man genau den obigen Begriff von (0o, 1)-Kategorien. We-
niger erforscht ist der Fall n = 2, an dem auch ich arbeite (etwa in [4]). Eine
Anwendung einer solchen Theorie haben Dennis Gaitsgory (MPIM) und Nick
Rozenblyum bereits in ihren Arbeiten zur algebraischen Geometrie und Darstel-
lungstheorie vorausgesehen. Erst kiirzlich haben auch Félix Loubaton und Jaco
Ruit (Postdocs MPIM) einen wichtigen Beitrag zur Entwicklung dieser Theorie
geleistet.

Meine derzeitige Forschung, zusammen mit Martina Rovelli und in Teilen
auch mit Tashi Walde, dreht sich nun um die Frage: Kann man die Struk-
tur aller solchen héheren Strukturen erfassen? Kann man also die Theorie der
(00, n)-Kategorien unabhéingig von n machen? Tatséichlich geht das auf min-
destens zwei unterschiedliche Arten; man nennt diese induktive und koinduktive
(0o, 0o)-Kategorien. Die induktive Version kommt auch in den Arbeiten von
David Gepner (Hirzebruch-Professor 2025 MPIM) und Hadrian Heine (Postdoc
MPIM) vor. In unserer Arbeit stellen wir heraus, worin sich induktiver und
koinduktiver Zugang unterscheiden, und untersuchen die Beziehung der beiden
Zugange: Man erhélt die koinduktive Theorie als Lokalisierung der induktiven.
Die genaue Beziehung hilt noch ein paar Rétsel fiir uns bereit. Dieses Frame-
work ist auch geeignet, um Strukturen aller Strukturen zu erfassen, und um
Selbstdhnlichkeit hierbei hervorzuheben.
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