“MULTIPLIZITAT 1” SATZE IN DER DARSTELLUNGSTHEORIE

AVRAHAM AIZENBUD AND DMITRY GOUREVITCH

1. DARSTELLUNGSTHEORIE ENDLICHERGRUPPEN

Zu den wichtigsten Begriffen in der Mathematik zahlt der Begriff der Gruppe und der Begriff des lineare
Raums. Die Darstellungstheorie ist der Zweig der Mathematik, der beide Begriffe zusammenfuhrt.

Eine Darstellungm von einer Gruppé- ist eine lineare Wirkung vor’ auf einem Vektorrauny’. Dies
bedeutet, dass wir jedem Elementine lineare Abbildungr(g) von V' nachV zuordnen, so dass die
Abbildung (gh), die dem Produkyh zugeordnet ist, gleich der Verknupfundg) o 7(h) ist. HatV die
Dimensionn, so kdnnen diese Abbildungen durehx n Matrizen beschrieben werden. Die Verknipfung

von Abbildungen entspricht dem Matrizenprodukt.
Es soll erst der Fall einer endlichen Gruppe betrachtet werden.

Beispiele.Es bezeichné,, die Gruppe der Permutationen vdn, ..., n}. Diese Gruppe hat! =1-2-3-

...+ n Elemente.
(1) S, wirkt aufR? durch Vertauschen der Koordinaten. Das bedeutet, dass wir der identischen Perm

tation (1 2) die Matrix
10
m(12) = (0 1)

zuordnen und der nicht identischen Permutatipn) die Matrix

©(21) = (‘1) é)

Diesen Sachverhalt kann man so visualisieren:
}.'

\jl)

X

(2) Die S3 wirkt auf unserem Anschauungsral®durch das Vertauschen der Koordinaten. Also,

100 100 010
7(123)={0 1 0| #(132)=[0 0 1| =x@213)=(1 0 0
00 1 010 00 1
010 001 00 1
7231 =100 1| #x(B312)=[1 00| xB21)=(0 1 0
100 010 100
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Die Hauptaufgabe der Darstellungstheorie ist es, alle Darstellungen einer gegebenen Gruppe zu |
sifizieren. Der erste Begriff, der eingefuhrt wurde, um diese Aufgabe zu lésen, war deredaeiblen
Darstellung Irreduzible Darstellungen sind die Bausteine aller Darstellungen. Eine Darstellung heis
irreduzibel, wenn sie keine Unterdarstellungen au§ggund sich selbst besitzt.

Beispiele.

(1) Jede Darstellung auf einem eindimensionalen Vektorraum ist irreduzibel.

(2) Man betrachte die 3-dimensionale Darstellung dgrvon eben. Sie enthalt die diagonale Ebene, die
man algebraisch durch die Gleichungt y + z = 0 charakterisiert. Dies ist eine Unterdarstellung,
und sie ist irreduzibel. Man kann diese Darstellung auch folgendermal3en betrachten: Gegeben
ein gleichseitiges Dreieck in der Ebene mit dem Purdis Zentrum. DieS; operiert darauf durch
Vertauschen der Ecken. Diese Operation lasst sich zu einer linearen Operation auf der gan:
Ebene fortsetzen.

The permutation (2 1 3) The permutation (2 3 1)
rotateg by 120°

)'\*%—/l

Ein fundamentaler Satz der Darstellungstheorie endlicher Gruppen besagt, dass jede irreduzible Dat
lung einer endlichen Gruppe endlich-dimensional ist, und dass jede Darstellung einer endlichen Gruppe
direkte Summe von irreduziblen Darstellungen ist.

Beispiel. Die EbeneR? mit der Wirkung vonS, durch Vertauschen der Koordinaten zerlegt sich in die

direkte Summe der beiden Winkelhalbierenden.
21)

flips around !

3 2

The line The line
(7. 2) (A, —2)

Aufgrund dieses Satzes teilt sich die Aufgabe der Darstellungstheorie endlicher Gruppen in zwei Tell

¢ Klassifiziere alle irreduziblen Darstellungen einer gegebenen endlichen Gruppe
e \erstehe, wie sich eine gegebene Darstellung in irreduzible zerlegt.
Fur eine Darstellung und eine irreduzible Darstellungkann man sich fragen, mit welcher Multiplizitat
7 in der Zerlegung vomr in irreduzible Darstellungen auftaucht. Wir bezeichnen diese Zah{:mit) und
nennen sie di¥erkettungszahlTaucht z. B in der Zerlegung vom nicht auf, dann istr, 7) = 0.
Eine interessante Fragestellung ist nun die: Was passiert, wenn man eine irreduzible Darstellting vc
als Darstellung einer Untergrupgé C G betrachtet? Sie ist in der Regel nicht mehr langer irreduzibel,
und man kann ihre Zerlegung in irreduzible Darstellungen ¥bbetrachten. Man sagt dann, das Paar
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(G, H) habe dieMultiplizitat 1 Eigenschaftwenn alle irreduziblen Darstellungen, die in der Zerlegung
auftauchen, dies mit Multiplizitét tun. Anders gesagt, das Pdét, H) hat die Multiplizitéatl Eigenschatft,
wenn(r|y, ) < 1 flr alle irreduzible Darstellungenvon G undr von H, wobei mitr|; die Darstellung
m gemeint ist, die man jetzt aber als eine Darstellung Moansieht. Solche Paare nennt man astetnke
Gelfand Paare

In den 50er Jahren des letzten Jahrhunderts fiihrte I.M. Gelfand den folgenden algebraischen Trick
der einer anschaulichen Erklarung nur schwer zugénglich ist: Nehmen wir an, es existiere eine Abbild
T : G — G, so dass fur alle Elemente ¢’ ausG gilt

(1) T(T(g)) =g
(2) T(99') =T(9")T(9)
(3) es gibt eim ausH, abhangig vory, so dasg'(g) = hgh™.

Dann hat das Pad6:, H) die Multiplizitét 1 Eigenschatft.

Beispiel. Man kann zeigen, dass das Pa#f, . 1, .S,) die Multiplizitdt 1 Eigenschaft hat, indem man den
Trick von Gelfand auf die Inversionsabbilduiigg) = g—! anwendet.

Die Bedingung[(B) kann man auch folgendermassen umformulieren.
Wir betrachten den Raum der Funktionen v@machR. Die GruppeH wirkt auf diesem Raum auf die
folgende Weiser(h)(dy) = 6pqn-1, Wobei die Funktiord, definiert ist durch

n_J 1 ifg=4g;
Eine Funktionf heisstH -invariant wennr(h) f = f fur alle h ausH qilt.

Dann ist die Bedingung [3) aquivalent zu der Bedingung
(3) jede H-invariante Funktion aufr ist auchT-invariant.

2. DARSTELLUNGSTHEORIE UNENDLICHERGRUPPEN

Wir wollen nun unendliche Gruppen betrachten. Dabei beschranken wir uns auf solche, die eine Art\
geometrischer Struktur haben. Fur gewohnlich sind das dann topologische Gruppen. Man kann sich
topologische Gruppe als eine Gruppe vorstellen, die gleichzeitig auch noch ein geometrisches Objeki
Beispiele sind die Gerade und der Torus (also die Oberflache eines Reifens).

Eine schone Klasse von topologischen Gruppen sind die kompakten. Anschaulich ausgedriickt ist
topologische Gruppe kompakt, wenn sie als geometrisches Objekt von beschrankter Gestalt ist. So ist .
der Torus kompakt, die Gerade dagegen nicht.

Die Darstellungstheorie kompakter Gruppen ist ahnlich der von endlichen Gruppen. Insbesondere :
alle irreduziblen Darstellungen endlich-dimensional und jede Darstellung zerlegt sich in eine direkte Surr
von irreduziblen. Auch beziglich der Frage nach Multiplizitdt 1 verhalten sich kompakte Gruppen w
endliche Gruppen, und auch der Trick von Gelfand funktioniert noch.

Beispiel. Es bezeichné®,,(R) die Gruppe der Orthogonalmatrizen vom Ranmit reellen Eintrdgen. Das
ist eine kompakte Gruppe. Wendet man wieder Gelfands Trick auf die Abbiltlyng= ¢! an, so kann
man zeigen, dass das Pa@,,.,(R), O,(R)) die Multiplizitat 1 Eigenschaft besitzt.

Im Falle nicht kompakter Gruppen ist die Situation viel komplizierter.
Die folgende Darstellung beschrankt sich auf den Faduktiver Grupperuberlokalen Kérpern Das
beste Beispiel fur eine reduktive Gruppe ist die Gru@iie, der invertierbaremn x n Matrizen. Ein Beispiel
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far einen lokalen Korper ist der Korp& der reellen Zahlen. Weitere Beispiele sind die KorQgrder p-
adischen ZahlenDiese sollen hier nicht definiert werden, aber sie verhalten sich ahnlich wie die reelle
Zahlen. Tatséachlich ist der Umgang mit ihnen in vielen Aspekten wesentlich einfacher. Eine redukti
Gruppe Uber einem lokalen Korpérist eine reduktive Gruppe mit Parametern aus dem KoFpebo ist

z. B. die Gruppé&~ L, (F') die Gruppe der invertierbarenx n Matrizen mit Eintragen aus'.

Das erste Problem, mit dem man bei nicht kompakten Gruppen zu kampfen hat, ist, dass irreduz
Darstellungen unendlich-dimensional sein kénnen.

Das zweite Problem ist, dass Darstellungen sich nicht immer in irreduzible zerlegen lassen. Denn
lassen sich aber die Verkettungszahlenr) definieren.

Das dritte Problem, auf das man stoRt, hat mit Gelfands Trick zu tun. Seine wértliche Ubertragu
auf den Fall nicht kompakter Gruppen ist falsch. Stattdessen gibt es eine Modifikation davon, die auf .
Gelfand und D. Kazhdan zurtickgeht. Man benétigt immer noch eine Abbildung — G, die die Bedin-
gungen (1) und (2) erfullt. In Bedingung (3’) aber muss man anstelle von “Funktionen” “verallgemeiner
Funktionen” betrachten, sogenantiistributionen Die Bedingung lautet dann

(3”) jede H-invariante Distribution auf ist T-invariant.

Wir wollen nun erklaren, was eine Distribution ist.

3. DISTRIBUTIONEN

Die erste Distribution, die je betrachtet wurde, war DiraeBistribution. Sie wurde von dem Physiker
P. Dirac in den 20er Jahren des letzten Jahrhunderts eingefiihrt. Dirac definierte sie als
"a function equal to zero outside 0, but the value at 0 is infinite and such that

/ 50dI =1".

Er bemerkte auch, dass fir jede stetige Funkdipn

| d@ota)de = o(0)
Die Mathematiker seiner Zeit sagten naturlich, dass das nicht mdglich sei. Und tatsachlich ist fur e
Funktion, die tberall bis auf einen Punkt den Wert Null annimmt, auch ihr Integral Null. Dennoch gelang
den Physikern, mié, Berechnungen anzustellen, die sinnvoll waren und zu wichtigen Ergebnissen fuhrte

Schliesslich gelang es Mathematikern, auf mathematisch strenge Weise Objekte zu definieren, die
ahnlich verhalten konnten wig. Sie nannten diese Objekiastributionen Sie definierten eine Distribu-
tion als ein stetiges Funktional auf dem Raum der glatten Funktionen, die aul3erhalb eines Intervalls |
sind. In einfacheren Worten ausgedrickt ist es eine Art von Vorschrift, die jeder glatten Funktion, c
ausserhalb eines Intervalls Null ist, eine Zahl zuordnet.

Beispiele.

(1) do(9) = ¢(0)

(2) Jede stetige Funktion definiert auch eine Distribution durch die Vorschrift

£(6) = / " f@)d(x)d.
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4. ZURUCK zU MULTIPLIZITAT 1

Es seiF' ein lokaler Korper (z.BF' = R) undG L, (F') die Gruppe der invertierbarenx n Matrizen mit
Eintragen aug’.

In den spaten 80er Jahren des letzten Jahrhunderts haben J. Bernstein und S. Rallis die Vermt
aufgestellt, dass das Pd&fL, ., (F), GL,(F)) die Multiplizitat 1 Eigenschaft hat.

Im Sommer 2007 bewiesen A. Aizenbud, D. Gourevitch, S. Rallis und G. Schiffmann diese Vermutu
fur p-adische Korper.

Im Sommer 2008 wurde der Fdil = R und F' = C von A. Aizenbud und D. Gourevitch bewiesen, und
unabhangig davon auch von B. Sun and C.B. Zhu. Damit ist die Vermutung fur alle lokalen Kdrper (c
Charakteristik Null) bewiesen.

A. Aizenbud and D. Gourevitch sind Doktoranden am Weizmann Institute of Science und waren in beic
Sommern Besucher des Max-Planck-Instituts fur Mathematik und des Hausdorff Center for Mathemat
Sie wurden in diesem Projekt von Eitan Sayag und Joseph Bernstein angeleitet.

5. EINIGE WORTE zUM BEWEIS

Aufgrund des Kriteriums von Gelfand und Kazhdan genigt es zu zeigen, dass jgdé')-invariante
Distribution¢ auf G L, (F') invariant unter Transponieren ist.

Der Beweis wird verkompliziert durch die Tatsache, dass es nicht fur jede MedisG L, (F) eine
Matrix h ausG L, (F) gibt, so das&gh~! = ¢'.

Allerdings gibt es solche fir fast alleg. Genauer gesagt bilden diegeine offene, dichte Menge. Dies
hat zur Folge, dass jede stetigd.,,(F')-invariante Funktion au:L,, . (F') invariant unter Transponieren
ist. Daraus folgt aber nicht, dass auch jée, (F')-invariante Distribution au€/L,, 1 (F') invariant unter
der Transposition ist.

Allerdings kann man schlieRen, dass jede “schlechte” Distrib§t{dn h. eine Distribution, di& L,, (F')-
invariant, aber nicht invariant unter Transponieren ist) auf einer gewissen “kleinen” abgeschlossenen
mengeS von G L, (F) “leben” muss, d.h. dass sie Null ist aGfL,,(F') \ S. Es bleibt noch zu zeigen,
dass aufS keine “schlechten” Distributionen “leben”.

Es gibt verschiedene Techniken, mit denen man solche Distributionen, die auf kleinen Teilmengen “lekb
bekdampfen kann. Die meisten von ihnen basieren auf der Fourier-Transformation. Diese soll hier jetzt n
naher erlautert werden, stattdessen soll sie als eine Art “black box” benutzt werden, die aus einer Distr
tion wieder eine neue Distribution macht.

Ein wichtiges Phanomen im Zusammenhang mit der Fourier-Transformation ist die sogenannte “l
scharferelation”. Diese besagt, dass eine Distribution, die auf einer kleinen Menge “lebt”, eine Fouri
Transformierte besitzt, die auf einer grof3en Menge “lebt”. So “lebt” z. B. Difgesif dem Punko, ihre
Fourier-Transformierte dagegen ist die konstante Funktjaiie auf der ganzen reellen Gerade “lebt”.

Die Unscharferelation bewirkt nun, dass es sehr wenige Distributionen gibt, die zusammen mit ihi
Fourier-Transformierten auf “leben”. Da die Fourier-Transformierte einer “schlechten” Distribution aber
wieder “schlecht” ist, bedeutet dies eine starke Einschrankung fur “schlechte” Distributionen. In eine
ahnlichen Problem ist diese Bedingung schon ausreichend, um zu zeigen, dass es keine “schlechten”
tributionen gibt.

Unglucklicherweise ist dies hier nicht der Fall, und dies war der Grund, warum viele Jahre lang kei
Fortschritte beziiglich dieses Problems erziehlt wurden. Allerdings erzwingt die Bedingung, dass “schlec
Distributionen auf viel kleineren Mengen “leben” mussen als es sonst der Fall wére.

Schliesslich wurde das Problem gel6st durch die folgende einfache Beobachtung:
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Seiv : GL,1(F) — GL,1(F) eine invertierbare Transformation, die die Situation erhalt, also
v(g") = v(g)' fur jedesg ausGL,1(F) undv(hgh ') = hv(g)h~! fur jedesg ausGL, 1 (F) und h
in GL,(F). Dann bildet “schlechte” Distributionen wieder auf “schlechte” Distributionen ab. Daher lebt
eine “schlechte” Distribution auf dem Durchschnitt vemit v/(5).

Wendet man diese Beobachtung mehrmals an, und ebenfalls die Fourier-Transformation, so kommt
zu dem Ergebnis, dass eine “schlechte” Distribution auf der leeren Menge “leben” muss, also Null ist. D
beweist die Vermutung.
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